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ABSTRACT 

A certain class of Thue congruence relations are studied, which abstract 
some of combinatorial properties of the special congruence relation defining 
Dyck sets. It is proved that the congruence classes of these "Dyck congruences" 
as well as their complements are, unambiguous context-free languages. 

Introduction 

On suit le r61e important  que jouent, dans la tMor ie  des langages alg6briques, 

les langages de Dyck et de semi-Dyck (cf [2] ou [3]) ddfinis comme les classes 

d'equivalence du mot  vide pour  les congruences de Thue engendr6es sur un 

a lphabet / t  2n lettres Z = {xl, .-., xn, 21,...,2n} par les syst~mes de relations 

{x,~ i = Y~ixi = e [ i  = 1,. . . ,  n} et 

{xlY q = e l i  = 1, .. . ,n} respectivement - -  

Le travail qui suit a pour  but de d6crire des ensembles, dits ensembles de Dyck, 

qui jouissent de propri6t6s tr~s voisines de celles de ces deux langages. D6finis 

comme classes d'6quivalence du mot  vide pour des congruences de Thue dont 

les g6n6rateurs vdrifient certaines relations combinatoires, ce sont aussi des 

langages alg6briques non ambigus dont les compl~mentaires sont encore al- 

g6briques et non ambigus. 

1. Congruences parfaites 

NOTATIONS. Soient X = {Xl ,Xa , . . . ,XM}  un ensemble fini, appel6 alphabet,  

X* le monoide libre engendr6 par  X, (dont nous riotous e l'616ment neutre) et 

S une partie de X * x X *  telle que, pour tout (4 ) , y ) eS ,  on ait I~bl _-< I;~1. La 

congruence notre +-~, la plus grossi~re telle que, pour tout (~b,~)eS, on ait 

* Cet auteur a prepar6 ce travail lors d'un sejour de quelques semaines ~ l'Universit6 de 
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particuli~rement le professeur E. Shamir soit ici chaleureusement remerci6s. 
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¢ * ~ ,  n'est autre que la fermeture transitive de la relation notre ~--~, d6finie, 

pour tous f ,  g e X *  par f~--~g si et seulement si il existe ( ¢ , ~ ) ~ S  et f ' , f " ~ X *  

qui v6rifient soit f = f ' ¢ f "  et g = f ' ~ f " ,  soit f = f ' ~ f "  et g = f'q~f". Par 
, 

d6finition, la congruence ~ est la congruence de Thue engendr6e par le syst~me 

de r~gles (qS~--r~), (¢,~;)~S. Nous noterons ~ (resp. I--I) la relation d6finie, 

pour tous f , g ~ X * ,  par f ~ g  (resp. f l - - lg )  si f~-~g et I f l - - - Ig l  (resp. 

I f ]  = l gl), et * (resp. 1"1) sa fermeture transitive. 

D~FINmON 1.1. Le syst~me de r~gles S est dit quasi-parfait si, pour tous 

f ,  g, g' e X* tels que f * g et f * g', il existe h E X* qui v6rifie g * h et g'  * h. 

Si, en outre, pour tout (~b,y) ~ S, on a < l, le syst~me est dit parfait. 

Une congruence de Thue est une congruence quasi-parfaite (resp. parfaite) 

si elle admet un syst~me g6n6rateur quasi-parfait (resp. parfait). 

LEMME 1.1. Une condition ndcessaire et suffisante pour qu'un syst~me S 

soit quasi-parfait est : Pour tous f ,  g e X * ,  on a f e-~g si et seulement si il existe 

h ~ X* tel que f * he t  g--* h. 

D~MONSTRATION. Cette condition est 6videmment suffisante, prouvons qu'elle 

est n6cessaire. Raisonnons par r6currence sur la longueur, c'est-~t-dire le nombre 

de pas, d 'une d6rivation f~--~g; si l 'on a f~--~g, le lemme est 6vident; supposons 

le r6sultat vrai lorsque f se d6rive en g en moins de p pas. Si f ~ g est une d~nva- 

tion de longueur p + 1, on peut l'6crire fe-~f l  ~--~g, of 1 f l  +--~g est de longueur p; 

par r6currence, il existe h 1 ~ X* qui v6rifie f l  * h~ et g * hi. Deux cas se pr6sen- 

tent: Si le pas f ~--~fl est une r6duction f ~ f~, on a f ~ hi et g ~ h 1 ; sinon la 

quasi-perfection du syst~me implique l'existence d 'un h ~X* tel que f * h et 

h 1 ~ h, donc g --+ h 1 ~ h. 

D~FINITtON 1.2. Un mot h de X* est dit minimal pour ~ si, pour tout h'  ~ X*, 

la relation h * h' entraine I h'[ -- [h I" 

LEMME 1.2. Une condition ndcessaire et suffisante pour qu'un syst~me S 

soit quasi-parfait est: Quels que soient les roots minimaux h,h'  de X*, on a 

h ~ h '  si et seulement si hl--lh . 

DI~MONSTRATION. I1 est 6vident que cette condition est n6cessaire, montrons 

qu'elle est suffisante. Prouvons d 'abord que si un mot f de X* n'est pas minimal, 

il existe un mot minimal h tel que f ~ h. Si Ifl = 1, c'est trivial; supposons ce 

r6sultat d6montr6 pour tous les  roots g de longueur inf6rieure ~ Ifl ;  si le mot 

f n'est pas minimal, il existe un mot g tel que f * g e t  [ g] < I f l ,  si g est minimal, 
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le r6sultat est imm6diat, sinon, par hypoth~se de r&urrence, il existe un mot  

minimal h qui v6rifie g * h, donc f * g ~ h. D6montrons maintenant que le 

syst~me S est quasi-parfait en utilisant la caract6risation du lemme 1.1. ; soient f 

et g deux roots de X* tels que f *  g ; on peut 6videmment supposer que ni f ni 

g n 'est  minimal, sinon le r6sultat est 6vident ; il existe alors deux mots minimaux 

h et h '  tels que f ~ h et g * h' ,  on a donc h *  h '  et, par hypoth&e, on en ddduit 

h I--I h ' ,  par cons6quent f * h et g * h. 
:g 

TrI~OR~ME 1.1. Si ~ est une congruence quasi-parfai te  engendr~e par le 
¢s 

systkme quasi-parfai t  f in i  S, il existe un algori thme pour ddcider si f*--~g, 

pour tous f ,  g e X*.  

DI~MONSTRATION. En un nombre fini de pas on construit les deux ensembles 

finis de mots h (resp. h ' )  de X* tels que f * h (resp. g --4" h').  D'apr6s le lemme 1.1., 

on a f ~ g si et seulement si ces deux ensembles ont une intersection non-vide. 

LEMME 1.3. Si S est un systkme gdndrateur f in i  de la congruence +-. et si, 

en outre, on a I (o l < ] ;~ I ' pour tout ((o, 7) e S, il existe un algori thme pour d(cider 

si S est un systkme gdndrateur pmfa i t .  

DI~MONSTRATION. I1 suffit de ddmontrer que le syst6me S est parfait si et seule- 

ment si les conditions suivantes sont satisfaites: 

i) Pour tous (qS, y), (q~', 7') e S, et tous u, v, w, ~_ X* tels que y = uv et 7' = vw, 
t ~ il existe h e X* qui vdrifie uq~ ~ h e t  q~w * h; 

ii) Pour tous ( 0 , 7 ) , ( ( a ' , 7 ' ) e S ,  et tous u , v e X *  tels que 7 = uy'v, il existe 

h s X *  qui vdrifie q S * h  et u4)'v * - - + h .  

I1 est clair que ces conditions en nombre fini peuvent ~tre effectivement vdrifi6es. 

Ces conditions sont 6videmment n&essaires, prouvons qu'elles sont suffisantes. 
Raisonnons par r&urrence sur la longueur d 'un mot f.  Si I f l  = 1, c 'est trivial; 

le lemme vrai pour tous les mots g tels que..Igl <1/I et considdrons supposons 

deux d6rivations f * g et f * g', que l 'on peut 6crire f ~ gl ~ g e t  f ~ g't ~ g ; 

le diagramme 

0S'"- g 
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se lit : les conditions (i) et (ii) impliquent l'existence d 'un h 1 e X* tel que gi * hi 
t * et gl ~ h i ,  puis l'hypoth~se de r6currence entraine l'existence d'un g z ~ X *  

: g  t r r qui v6rifie g *  g2 et h 1 ~ g2, et d 'un g2 ~ X* tel que g '  * g2 et hi * g2, enfin 

• * g ' * h .  d'un h ~ X* qui v6rifie g2 * h et g~ ~ h, donc g ~ h et 

2. Congruences de Dyek 

D~FINITION 2.1. Un syst~me S est dit trivial si et seulement si S c {e}xX*.  

Une congruence de Thue est dite congruence de Dyck si et seulement si elle est 

engendr6e par un syst~me trivial et parfait. On appelle ensemble de Dyck et 

l 'on note D* la classe d'equivalence du mot vide pour une telle congruence. 

Soit S u n  syst~me trivial fini que l 'on notera {e ~ ~ [ i --- 1,. . . ,  N) ; rappelons 

que d'apr6s le lemme 1.3., il existe un algorithme pour d6cider si S est un syst~me 

g6n6rateur parfait. On peut supposer qu'il  n'existe aucun i, j ~ IN ] ,  aucun 

mots f , f ' ~  X*  tels que Yi = f ~ J ' ;  on en d6duit que V, = f g ,  yi = gh et g ~ p 

impliquent f = h. 

D~FINITION 2.2. Un mot f ~ D* est premier  (relativement/t D*) s'il ne poss6de 

aucun facteur gauche autre que e qui soit dans D*. 

On note D l'ensemble des mots premiers. 

LEMME 2.1. D est un code biprdfixe sur X* ,  i.e. tout mot f ~D* admet  une 

factorisat ion unique f = f l f 2 " " f k ,  Of.l, pour tout i ~ [k], f appar t ient  ~ D. 

D~MONSTRATION. L'existence d 'une telle factorisation est 6vidente; l'unicit6 

se d6montre par l 'absurde:  Supposons que f admette deux factorisations 

f = f l  ""fk et f = f~ . . . f ' ,  telles que f l  # fl '  et posons, par exemple, f l  = f~g, 

off g ~ X X *  ; alors, contrairement ~t l 'hypoth6se, f~ n'est  pas premier. 

LEMME 2.2. Si f est un mot premier,  il n 'existe qu 'un indice i ~ IN] tel que 

l'on ait  f * y, ~ p. 

D~MONSTRATION. Soit f le mot premier le plus court tel qu'il existe i , j  ~ IN] 

qui v6rifient f * Y i  et f - ~ y j ,  ces r6ductions s'6crivent f ~  * • g ~ y l  et 

f --* g'  ~ ~j, et 1'on passe de f h g e t  de f ~ g'  par application des r~gles 7 --, e 

et ~ ' ~  e respectivement. Deux cas peuvent se pr6senter : (i) I1 existe u, v ~ X X *  

et w ~ X* tels que f = u~w"l'v et, par cons6quent, le mot f '  = uwv est premier, 

plus court que f et tel que f '  * 7,, f '  * ~3, d'ofi la contradiction; (ii) I1 existe 

u, v, w, s ~ X X *  tels que f = uwswv, ~ = ws et ~' = sw ; mais alors le mot premier 

f '  = g = g'  = uwv contredit encore la minimalit6 de f.  
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Pour tout i e [N] et tout f, facteur gauche propre de ~i, on note D i l'ensemble, 

des g~D tels que g *  71, A~ l'ensemble des y j ,  j e [N], tels qu'il existe f '  
! - -  t t facteur droit propre de f, et y j,  facteur droit propre de 7j, qui v6rifient ?j - f 7j, 

et Dy la rdunion des Din,  m ~ ['N], tels qu'il existe ?, e A], 7,, = f '7 , ,  qui v&ifie 

LEMME 2.3. Tout dldment f de D i admet une factorisation unique 

f = XiJlxi._f2"'" xik_ lfk+ tXlk, 

O~, pour tout m s [ k -  1], ft. appartient ~ (D\Dx....x,~)* et x<xi . . . x~  = y~ 

pour quelque i ~ IN]. 

Dt~MONSTRATION Supposons qu'une telle factorisation existe et montrons qu'elle 

est unique; si f admettait deux factorisations, il existerait m, n s [ k - 1 ] ,  et 

f .  E D\ D ~  tels que xi,.xim +,... xi.]' .' appartienne ~. D*, o?a f.' est facteur 

gauche propre de f . ;  donc, il existerait un m ' e [ m , n ] ,  un facteur gauche 

propre f '  de f~ et un mot f "  tels que f '  * f "  et xi. , . . ,  x j "  soit membre droit 

d'une r6gle du syst~me S; on en d6duit, si f .  = f ' f " ' :  

L f  * xim,"" x j ' f  . . . . . .  et xi~,"" x j ' f " '  -o xi, . ,"" x~. 

d'oh f " '  * -+ x i , ' " , x~ ,  ; si f ,  EDj, on a donc f ' f " '  ~ f " x i , . . .  xi, ' = 7j, oft 

x~ , . . ,  x j "  est membre droit d'une r6gle, par cons6quent f ,  appartient ~t Dx~,...~o, 

ce qui est exclu. On montre de la m~me mani6re que f est premier. 

Pour etablir l'existence d'une telle factorisation, il suffit de remarquer que, 

pour tout m e Fk - 1], xi , f l  ... xi,,f,, est le plus long facteur gauche propre de f 

qui se r6duise en x~... x~m. 

On en d6duit que la grammaire GD. suivante, d'axiome ~o, engendre l'ensemble 

de Dyck de faqon non-ambigtie 

x.~i/i~,~"" x,~_~_~x~, 

i = 1 , , . . ,N  

Go *= ~,',~ '-0 ~ ~J + (  ]~ ~i) ~m 

~o I~ Z ~ + ~ o 
; , = 1  i 1 

o/1 le symbole ~ ,  indique la pr6sence ou l'absence de l'occurence de la variable 

¢i'..(~,,., = e + ¢i . , )  
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THI~OR~ME 2.1. Tout  ensemble  de D y c k  est un langage alg~brique nonambigii .  

Soit maintenant u = xj~xj~ ... x jk  un mot minimal de X*, soit 2 = supi~tLrqlyil, 

et, si f e X*, convenons de poser, pour tout facteur gauche f '  de f ,  

o7. = o ; , ,  si If'l--< 
et f '  = f "  ' f " ,  avec 

D;-, = D~,, si If'l> 
LEMME 2.4. Tout  mot  f de X*  tel que f * u  se fac tor i se  d 'une  mani~re 

et d 'une  seule en 
f = f o x j l f l  ' ' ' x j j k ,  

D < - ,  o5 f o ~  D* et, pour tout m e [ i ,  k],fm e (D \ xji...xjm)'" 

D~MONSTRATION Supposons d ' abord  que k = 1. Montrons l'unicit6 d 'une 

factorisation f = f o x j l f l ,  f l ~  (O '- * \ Dxil) , en prouvant  que fo est le plus long 

facteur gauche propre de f qui appartienne h l 'ensemble de Dyck D*. Supposons 

que f admette deux factorisations f = f o x j , f l  et f = goxj ,gl  telles que, par 

exemple, Ifol < leo I, alors on a f l  = f ' x s , g l ,  ce qui implique f ' x j ~  * e, et, 

d 'apr6s le lemme 2.2., f ' x j l  admet une factorisation unique en mots  premiers 

f ' x j ~  = h~h2 ... hm, o~a h,, = h ' x s ,  ; de marne gl admet l 'unique factorisation 

gl gig2 '"  g , ,  donc f l  = hlh2 . . . . .  = ' ' • ' . . ' hmx j~g~g2 . . . g , ,  mais on a aussi x j l f ' ~  e, 
t * par cons6quent xs~h m ~ e, et h,, E D~s 1 , ce qui contredit l 'hypothbse. 

Montrons maintenant l'existence d 'une telle factorisation. Soit f = f o f ' ,  oh 

fo est le plus long facteur gauche propre de f qui soit dans D* ; montrons qu'alors 

f '  = x j ~ f l , f l  e (O\Ox j l ) "  ; 

s'il n 'en  6tait pas ainsi, on aurait 

- -  Soit f '  = x j , , f " ,  xj , ,  # x j l  et la condition f '  --* xj~ entra~ne l'existence 
" II I . 1 I) * d 'un  f " '  et d 'un f ' ~  tels que f '  = xjm f x j1 f et x ~ j ' " ' - - ,  e, ce qui contredit 

la maximalit6 de f0 ; 

- -  Soit f '  = x j J " ,  f "  e D* ; d o n c  f "  = f~ ' . . . f £  et l'existence d 'un n e [1, m] 

tel que J~' e D~ 1 contredirait encore la maximalit6 de fo .  
, 

Supposons le lemme vrai pour m < k et consid6rons f tel que f ~ x~l--- xe~. 

Comme pr6c6dement, on remarque que si f se factorise en foxj~f~ ... x j , f k ,  

f ' =  fox i , f~  ... X j ~ _ , f k _ ~ f  est le plus long facteur gauche de f tel que 

f '  xj~ .. x j,,_ 1, d 'o~ l'unicit6. 

R6ciproquement, supposons f = f ' f " ,  o i a f '  est le facteur gauche le plus long 
• ^ , . 

de f tel que f ' - ~  x j l  ... xj~ i ; le meme rmsonnement que cl-dessus montre que 

f .  ~ , = xj~fk ,  fk  e (D I D,jl...~j~)*, et 1 hypoth~se de r6currence entraine que f se 

factorise de fagon unique en f '  = fox j~ f l  ... xj~_ , f k - ~ ,  d 'o~ le lemme. 
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D'apr~s le lemme pr6c6dent, la grammaire G u suivante, d'axiome ~,, engendre 

la classe du mot minimal u de mani6re non-ambigiie 

GD, 

G, = ?i ¢ ~-..xj,, ?i ... m 

THI~OR~ME 2.2. Toute classe d'dquivalence d'une congruence de Dyck es 

un langage algdbrique non-ambigii. 

Nous savons par ailleurs que l'ensemble des roots minimaux de X*, qui n'est 

autre que le compl6mentaire dans X * de[J{X*TiX* l i ~ [N]} , est un langage ration- 

nel, que l 'on peut engendrer de faqon non-ambigiie au moyen d'une grammaire 

lin6aire ~t gauche. (Une telle construction se trouve dans [11). La m~me construc- 

tion que celle de [21, corollaire IV.4.2. page 425, permet alors d'affirmer que le 

compl6mentaire de l 'ensemble de Dyck est encore un langage alg6brique non- 

ambigiJ. D'oO le 

TH~.OR/~ME 2.3. Le compldmentaire d'un ensemble de Dyck est un langage 

algdbrique non-ambigii. 

REMARQUES. I1 est assez 6vident que D* est un langage alg6brique d6ter- 

ministe, c'est-~t-dire susceptible d'etre reconnu par un automate h m6moire pile 

d6terministe (of. ]3] et [21). Le th6or~me 2.3. r6sulte alors du th6orbme 8 de [3], 

ainsi d'ailleurs que la non-ambiguit6 de D*. La construction effective des gram- 

maires non-ambigties de ces deux langages, reposant sur les propri6t6s de factori- 

sation unique qu'6noncent nos lemmes 2.2., 2.3. et 2.4., et qui g6n6ralisent la 

propri6t6 4.4.1. de [21 ne r6sulte pas cependant des propriet~s ~nonc6es en [3]. 

C'est ~t cette construction que va tout notre int6rat dans la mesure oO nous pour- 

suivons ce travail en cherchant ~t 6tendre nos r6sultats ~t des classes de congruence 

parfaite mais non-triviales. [4] 
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